*1.7. Dzielenie wielomianow

Przypomnijmy, ze podzielenie liczby a przez liczbe b, ré6zna od zera, polega
na znalezieniu takiej liczby ¢, ze a = ¢ - b. Na przyklad 72 : 9 = 8, poniewaz
72 = 8- 9. Podobnie méwimy, ze wielomian w jest podzielny przez wielomian
q #Z 0, jesli istnieje wielomian p taki, ze w = p - q.

Przykiad 1
(23 + 522 4+ 62) : (z + 3) = 22 + 2, poniewaz:
23 4+ 522 4+ 62 = (22 4+ 22) - (z + 3)

Dzielenie wielomianéw wykonujemy podobnie jak

dzielenie liczb naturalnych. Dzielenie liczb
naturalnych
Przyklad 2 7319 : 13 = 563
Wykonaj dzielenie (322 — z — 4) : (z + 1). Sprawdz — 65 T
otrzymany wynik. 31
Bx2—x—4):(x+1)=3x—4 —78
3% + 3z 39
—4r —4 — 39
—4x — 4 0
0
Ponizej wyjasniamy, jak wygladaly kolejne kroki przy wykonywaniu tego dzielenia.
Bx?—z—4):(r+1)=3z dzielimy 3z® przez pierwszy wyraz dzielnika
322 + 3z mnozymy 3z przez dzielnik = + 1
—4r—4 odejmujemy
B2 —2x—4):(r+1)=3x—4 dzielimy —4x przez pierwszy wyraz dzielnika
322 4+ 3z
—4r—4 mnozymy —4 przez dzielnik z + 1
—4r—4 odejmujemy
0 otrzymalismy reszte réwng 0

Sprawdzenie: (3r —4)(x+1) =322 + 3z — 4o —4 =322 — 2 — 4.

Cwiczenie 1

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (22 —6x+8): (x—4) c) (23 =322 4+3z—-1): (z—1)
b) (922 +3x —12) : (x — 1) d) (22% + 523 + 22 — 2x) : (v 4+ 2)



Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalna, tak nie zawsze
istnieje wielomian p taki, ze w : ¢ = p. Wykonujemy wéwczas dzielenie z reszta.

Przykiad 3 Dzielenie liczb
Wykonaj dzielenie (522 + 13z + 11) : (z 4 2). Sprawdz naturalnych
otrzymany wynik. 752:9 =83
(522 + 13z +11): (z+2)=5x+3 1z
522 4 10x 32
3z + 11 -
3r+ 6 g
—5 752 =83-94+5

W wyniku dzielenia otrzymalismy iloraz réowny 5x + 3 oraz reszte rowna 5, co

oznacza, ze: bx? + 13z + 11 = (52 + 3)(xz + 2) + 5.

Sprawdzenie: (5z +3)(x +2)+5 =522+ 10x+3x+6+5 =522 + 13z + 11.
Przykiad 4

Wykonaj dzielenie (223 — 22 — 22 — 5) : (2o — 3). Sprawdz otrzymany wynik.

(20 —2? —22—5): (2e—-3) =22+ 2+ 3

203 — 322
222 —2x -5
212 — 3z
r— 25
1
Tr — 12

_3% otrzymali$my reszte réwna —3%

Sprawdzenie:
(224+24+3) - (22-3)—-33 =22 -322+222 32 4+2-15 -3L =

=23 _ 22 _ 92+ -5

Cwiczenie 2

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (x> —8x +19): (x —5) c) (2 + 722+ 7x—16): (x +4)

b) (422 4+ 6x +7): (2x + 1) d) (3z* + 222 — 72%2 — 42) : 3z — 1)

Zwrocémy uwage, ze wykonujac dzielenie wielomianu w przez dwumian ax + b,
otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz reszte r, ktora jest liczba.



Cwiczenie 3
Zapisz wielomian w w postaci w(x) = p(x)q(x) + r, gdzie wielomian p jest
ilorazem, a r — resztg z dzielenia wielomianu w przez dwumian gq.
a) w(z) =22 -2224+1z, q(z) =2z -2
) w(zx) = 2"3—}—3;1?2—!-4, g(x)=xz+3
c) wlzg)=z*+2>-322+2, glz) =21
d) wx)=32z1—224+92 -1, g(z)=z+2

b) w(x

w\r

Jesli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢ jest rowna zeru, to
moéwimy, ze wielomian w jest podzielny przez dwumian q.

1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢q. Czy wielomian w jest
podzielny przez dwumian q?

a) u!(;l?)=2:1f2—"'f—12 qg(z) =xr—4
b) w(z) =2 - 222+ 32— 4, qz)=2+2
() = =22+ 32246, gla)=2—3
d) w(z) = 423 +81 +4r—9, g(z)=x+3

(z) = —2?2 432 -4, qglx)=2-1

T

) w

O

a

e) w(x

2. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w(x) = p(x)g(x) + r.

203 + 72?2 + 3z — 2, q(x )—I+§

()
()
d) w(r) = 23 + 822 + 11z — 4, q(.r)—.r—l—G
(z) =
(z)=1203+22—2+3, qz)=2— 3

3. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w() = p() (x ) + 7.



1.8. Rownos¢ wielomianow

Dwa wielomiany sa réwne, gdy sa zerowe lub gdy maja ten sam stopien i maja
rowne wspolezynniki przy tych samych potegach zmienne;j.

Cwiczenie 1
Czy istnieje taka warto$é¢ parametru a, ze wielomian w(x) = 3ax? — = + 24
jest rowny wielomianowi u?

a) u(z) =6x2—z+8 b)ulx)=3x2-2z+1 c) ulz)=-922—z+18

Przyktad 1

Dla jakiej wartosci parametru m prawdziwa jest ponizsza rownosc?
(322 +822—52—6): (x+m) =322 — 2 —2

Chcemy sprawdzi¢, dla jakiej wartosci m zachodzi réwnosé¢ wielomianow:
323 + 822 — 52z — 6 = (322 — x — 2)(z + m)

Wykonujemy mnozenie:

(Bz2—z—=2)(z+m) =322 +3ma® - 22 —mz— 2z —2m =
=323+ (3m — 1)z%2 — (m + 2)z — 2m
Aby wielomiany: 323 4+ 822 — 52 — 6 oraz 3z3+ (3m— 1)2%2 — (m+2)z —2m
byly réwne, spelnione musza by¢ réwnosci:

I3Im—1=28 wspotezynniki przy z? musza by¢ réwne
—_m—-2=-=5 wspolczynniki przy  musza by¢ réwne
—2m = —6 wyrazy wolne muszg by¢ réwne

Wiszystkie trzy rownosci sa jednoczesnie prawdziwe dla m = 3.

Przykiad 2

Wyznacz wartos¢ parametru a tak, aby iloczyn wielomianéw f(z) = axr — 4
i g(x) = ax — 1 byl réwny wiclomianowi h(z) = 922 + 15z + 4.

Wyznaczamy iloczyn f - g:
%9

f(z)-g(z) = (ax — 4)(ax — 1) = a®2® — az — daz + 4 = a®2® — Sazx + 4
Aby wielomiany f(z) - g(z) = a®2? — 5ax + 4 oraz h(z) = 92% 4+ 152 + 4 byly
rowne, musza by¢ rowne wspolczynniki przy tych samych potegach, czyli:

a?=9,stada=—-31luba=3
—5a = 15, stad a = —3
Obie réwnoéci sa jednoczesnie spelnione dla a = —3.



Cwiczenie 2

Dla jakiej wartosci parametru m prawdziwa jest réwnosc:
a) (2 =222 -52+42):(z—m)=2>+222+ 22— 1,

b) (22 — 222 — 232 +60) : (x —m) = 22 + 2z — 157

Cwiczenie 3

Dla jakiej wartosci parametru m iloczyn wielomianow f i g jest rowny wielo-
mianowi h?

a) flx)=2—m, gla)=2+7, h(z)=2%+4x-21

b) f(x)= %-m.-.r. —2, glx)=x+2m+1, h(x)=2%+3z—-10

c) flx)=mz+1, glx)=2—-2m, h(z)=22>-3x+1

ZADANIA

1. Dla jakiej wartosci parametru a prawdziwa jest réwnosc:
a) 2* —2?2 —x—15= (22 4 ax + 5)(z — 3),
b) ® + 22 — 172 — 20 = (22 + ax — 5)(x + 4),
c) 223 — 422 — T + 18 = (222 + ax + 9)(z + 2)?
2. Dla jakich wartosci parametrow a i b wielomian u-v — w jest wielomianem
zerowym?
a) u(zx) =—x+4, v(z)=222+ar+b, w(r)=—-22%4+622+5x4+12

b) u(z) = 2ax + b, v(z) =22 -2, w(z)=2°—622+5z

3. Dla jakich wartosci parametréw a i b prawdziwa jest réwnosé:
a) —xt + 523 — 2?2 +8r — 15 = (=23 + ax? + bx + 3)(x — 5),
b) 224 — 23 + 222 -3 = (223 4+ az? + bz + 3)(xz — 1),
¢) 22t —32% + 7w + 3 = (22° + azx® + bz + 6)(x + 3)?
4. Przedstaw wielomian w jako iloczyn dwoch trojmianéw kwadratowych
o wspolczynnikach caltkowitych.

a) w(z) =21 +223 4+ 22 -1



*1.9. Twierdzenie Bézouta

Wykonujac dzielenie wielomianu w przez dwumian = — a, otrzymujemy ilo-
raz p oraz reszte r. Czasami interesuje nas tylko reszta z dzielenia — wowczas
mozemy postapi¢ jak w ponizszym przykladzie.

Przykiad 1

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) =
T — 4.

3 + 22 — 32— 5 przez dwumian

00—

Wielomian w zapisujemy w postaci w(z) = p(x)(x — 4) +r. Dla z = 4:
w(d)=pd)4—-4)+r=0+r=r
Obliczamy reszte z dzielenia wielomianu w przez r — 4:

r=wd)=3-43442-3.4-5=8+16-12-5=7

TWIERDZENIE O RESZCIE

Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian = — a, to
r=w(a).

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o reszcie, korzystajac z tego, ze wielomian w mozna
przedstawi¢ w postaci w(x) = p(z)(z — a) + r.

Przykiad 2
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(zx) = 222 4+ 322 — £ + 5 przez dwumian
x + 2, nie wykonujac dzielenia.

r=w(=2)=2-(=2)3+43-(=2)2—(=2)+5=—-16+12+2+5=13
Cwiczenie 2

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac dzie-
lenia.

)
)

a:)::r5+;r4+:r3+:r+l, g(r)=x
)



Rozwazmy przypadek, gdy reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian
x — a jest rowna zeru, czyli gdy wielomian w jest podzielny przez dwumian
x — a. Méwi o tym ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE BEZOUTA

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Zwrot ,wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bézouta [czyt. bezu] oznacza, ze
jednoczesnie prawdziwe sg dwa zdania:

Jezell liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przez
dwumian = — a.

Jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, to liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu w.

Dowéd
Zalézmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w(a) = 0. Jesli podzielimy
wielomian w przez dwumian r — a, to otrzymamy wielomian p i reszte r:
w(r) = plr)(z —a) +r

Podstawiamy » = a:

w(a) =pla)la—a)+r=r
Ale w(a) = 0, wigc r = 0, co oznacza, ze wielomian w jest podzielny przez x — a.
Zalézmy teraz, ze wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, czyli istnieje taki
wielomian p, ze w(x) = p(x)(x — a). Wéwczas w(a) = p(a)(a — a) = 0, czyli a jest
pierwiastkiem wielomianu w.

Przykiad 3

Ktory z wielomianéw: w(z) = 234222 —3x—10 czy u(z) = 22 —52%2 422 —6,
jest podzielny przez dwumian = — 27

w(2) =2342.22-3.2-10=84+8—6— 10 = 0, zatem wielomian w jest
podzielny przez dwumian x — 2.

w(2) =23-5.2242.2-6=8—-20+4—6= —14 # 0, zatem wiclomian u
nie jest podzielny przez dwumian x — 2.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy wielomian w jest podzielny przez dwumian gq.
a) w(r)=z*—222+322 -3z +1, glz)=z—1
() =22 =323 + 622 +22 -9, g(z)=x+1
c) wz)=—-zr+23+322+11, glz)=z-3
()
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W pewnych przypadkach znajomosé jednego z pierwiastkéw wielomianu umoz-
liwia znalezienie pozostalych pierwiastkéw.

Przykiad 4
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(z) = 2® — 422 4+ x + 6. Wyznacz
jego pozostale pierwiastki.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w, wigc na podstawie twierdzenia
Bézouta wielomian ten mozna przedstawi¢ w postaci:
23— 422+ 246 =p(z)(z-2)

Wielomian p znajdujemy, wykonujac dzielenie:

(z3-4224+246):(z—-2)=22-2x-3
B D
—2z2+ 46
—222 4+ 4Ax
—3r+6
—3r+6
0

Zatem 3% — 422 + ¢+ 6 = (22 — 22— 3)(2 — 2).
Pozostalymi pierwiastkami wielomianu w sg pierwiastki tréjmianu kwadrato-

wego 2 — 2z — 3. Sa to liczby —11i 3.

Jesdli liczba a jest pierwiastkiem wie-
lomianu trzeciego stopnia w, to po-

Cwiczenie 4

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu
w. Wyznacz jego pozostale pierwiastki.
Rozl6z wielomian w na czynniki.

zostale pierwiastki tego wielomianu
(jezeli istnieja) mozemy wyznaczyé
w nastepujacy sposéb:

1. Dzielimy wielomian w przez dwu-
mian r — a.

a) w(z) = 2° +5¢° + 20 -8, a=—4 2. Otrzymany iloraz jest tréjmianem
b) w(zx) = 23 + 202 —2r —1,a=1 kwadratowym, ktérego pierwiastki,
¢) w(z) =23 — 2 - 10z — 8. a = —2 o ile istnieja, sa pozostalymi pier-
wiastkami wielomianu w. Wyznacza-
d) w(z) = z° — 42?2 —3x 4+ 18,0 =3 my te pierwiastki.
ZADANIA
1. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac
dzielenia.
a) w(r)=-323+1122+8z -6, g(z)=z+1
b) w(z) = —22z*+ 1022+ 2 -8, q(z) =z —2

c) w(x) =8z3+4x? +4x—4, q(z) =




Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) wz)=23—-622 -9+ 14, a=1
b) w(z) =22% + 922 + 132 4+ 6, a = —2
¢) w(z)=a%+222 - 11x+20, a= -5

Sprawdz, ktora z liczb: —1, 1 czy 2 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wy-
znacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

a) u"(l‘) =;1:3—_’1?2—5;17+6 C) ’U_’(ZI?) = 211‘3—;1-’2—51’-"'4

b) w(z) =223+ 722 4+2x -3 d) w(z) = —23 4+ 122 + 42 — 2

Dla jakich wartosci parametru m wielomian w jest podzielny przez g?
a) wz) =23 +522+mx+3, qglx)=x+3

b) w(z) = =223 +m?2° +2 -6, q(z) =2 —2

c) wx)=m?z3+ma?+24+7, qlx)=2+1

Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez
wielomian .

a) w(z)=at+ 2% — 422+ 52 -3, u(z)=(z— 1)(z+3)
b) w(x) =72 — 622 +3x+ 1, u(z) =222 +zx—1
¢) w(z) =4z + 2% — 1922 — 4z + 12, u(z) = (z+ 1)(z + 2)(z — 2)

.

~

Jesli ¢ jest wielomianem drugiego stopnia, to wielomian w mozna przedsta-
wi¢ w postaci w(z) = p(x)q(x) + ax + b, gdzie ax + b jest reszta z dzielenia
wielomianu w przez wielomian gq.

6. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez:

a) (x — 3)(z + 2), jezeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian
xr — 3 wynosi 7, a przez dwumian x 4+ 2 wynosi —3,

b) 22 — 3z + 2, jezeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — 1
wynosi —1, a przez dwumian x — 2 wynosi 3.

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez wielomian u, nie wykonujac
dzielenia.

a) w(r) =27 —-33z+ 11, u(z) = (z+1)(x—2)
b) w(z) =2 -1, u(z)=22-1
c) wa)=a®—a3+22-1, ulxz)=(r—-1)(z+1)(z+2)



*1.10. Pierwiastki catkowite i pierwiastki
wymierne wielomianu

Aby znalez¢ pierwiastki calkowite rownania o wspoélezynnikach calkowitych,
mozemy skorzystac¢ z twierdzenia o pierwiastkach catkowitych wielomianu.

TWIERDZENIE O PIERWIASTKACH CALtKOWITYCH

Jezeli wielomian w(z) = a,z™+a,_12" 1+...+ajx+ag (ag # 0) o wspél-
czynnikach calkowitych ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

\

Dowod
Zalézmy, ze ag.aq,....a, € C, ap # 0 oraz liczba calkowita x jest pierwiastkiem
wielomianu w(z) = apx™ + ap_12™" ' + ... + ayx + ag. Wéwcezas:

anry + (r.n_l.-r"‘f_l +...+ar1+ag=0
1

n—2

a9 = —Ap¥] — ap_177 ' — ... —ayry = 21 (a2t —ap_127% — .. —ay)

2

Liczba —ﬂ‘.-nil‘?_l — an_17] “ — ... — ay jest calkowita, wiec x; jest dzielnikiem ay.

Przyktad 1
Znajdz pierwiastki calkowite wielomianu w(x) = 222 + 322 — 8z + 3.

Zgodnie z twierdzeniem, pierwiastkow catkowitych wielomianu w szukamy
wsrod dzielnikow wyrazu wolnego ag = 3, czyli wérod liezb: —1, 1, =31 3.

w(—l) =—-24+34+84+3+#0 liczba —1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w
w(l)=2+3-8+3=0 liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w
w(—3)=-544+27T+24+4+3=0 liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w
w(3)=54+27T—-24+3#0 liczba 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w

Zatem jedynymi pierwiastkami caltkowitymi wielomianu w sa liczby 1 i —3

Wielomian w z przykiadu 1. ma jeszcze jeden pierwiastek niebedacy liczba catkowita.
Jest nim liczba %

Cwiczenie 1

Wypisz wszystkie dzielniki catkowite wyrazu wolnego wielomianu w i sprawdz,
ktore z nich sg jego pierwiastkami.

a) w(z) =222 —3224+42 -3 c) w(z) =22 —222 -5 +6

b) w(z) = 323 + 102? — 9 — 4 d) w(x) =2* — 722 + 10



Przykiad 2

Rozwiaz réwnanie 5x® — 822 — 5z +2 = 0.

Dzielnikami wyrazu wolnego ag = 2 sg liczby: —1, 1, —2, 2. Obliczamy wartosci
wielomianu dla tych liczb:

w(—=1)=—-6#0, w(l)=—-6#0, w(—2)=-60#0, w(2)=0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem calkowitym réwnania.
Wykonujemy dzielenie:
(5a® — 822 —bxr+2): (x —2) =522 4+ 22 — 1

i wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 5x2 + 2z — 1:

—1-V6 —1+/6
=, T2 =

5 5
ktore sg pozostalymi pierwiastkami rownania.

Ir] =

Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie. Znajdz najpierw pierwiastki calkowite.

a) 23— 622+ 92 —-4=0 c) 23 4+ 622+ 102 +3 =0
b) 323+ 322 - 52 4+2=0 d) 42 + 1622 + 132+ 3 =0
Przykiad 3

Rozwiaz réwnanie z* 4+ 223 — 622 — 62 + 9 = 0.

Wyraz wolny ag = 9 ma nastepujace dzielniki: —1, 1, —3, 3, —9, 9. Stwier-
dzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem calkowitym tego réwnania. Zatem wie-
lomian % + 223 — 622 — 62 + 9 jest podzielny przez x — 1:
(z2 4223622 —-62+9): (z—1)=22+322-32-9
Otrzymany wielomian rozkladamy na czynniki, grupujac wyrazy:
224322 -3r-9=2%(zx+4+3)-3(z+3)=(22-3)(z+3) =
= (z —V3)(x +V3)(z+3)
Stad:
at 4+22° — 622 — 624+ 9= (z—1)(z—V3)(x+ V3)(x+ 3)

a zatem rozwiazaniami rownania sa liczby: —3, —3.11+/3.

Cwiczenie 3

Rozwiaz rownanie.

a) ot — 423 4+ 822 - 200 +15=0 d) 2 =23 - 7224+ 132 -6=0
b) a* 4+ 2% — 1122 — 92+ 18 =0 e) 2 —4a® +62° —424+1=0
c) 224 — 823 — 922 — 42 —5=0 f) 24 +323 —522 — 120 4+4=0



Ponizsze twierdzenie pozwala wyznaczy¢ pierwiastki wymierne wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych.

TWIERDZENIE O PIERWIASTKACH WYMIERNYCH

.

Jezeli wielomian w(x) = apa™+ap_12" 1 +... +arx+ag (ap # 0, ag #0)
o wspoélczynnikach calkowitych ma pierwiastek wymierny = = E ip,qsa
liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wyrazu
wolnego ag, a q jest dzielnikiem ay,.

~

Cwiczenie 4

Wspélezynniki wielomianu w sa liczbami caltkowitymi. Ktére z podanych liczb

nie moga by¢ pierwiastkami wielomianu w?

a) —4, —2, —1, —%. 0,1, 3,
b) =4, -2, -1, -1, -1, 0,3, 3, 1,2, 4
c) =3, =2, -3, —1, _g, -3,0,4.21, 3

Cwiczenie 5

Rozwigz réwnanie.

a) 20 + 322 +3241=0
b) 22 4+ 22 4+3x—-2=0

ZADANIA

1, 2, 4;

w(x)=—428+... -1
w(x) =427+ ... =2
5.2.3 w(x)=2z"+...+3

¢) 203 4+ 922 + -3 =0
d) 924 + 92 + 1122 +92+2=0

1. Rozwiaz réwnanie.

c¢) 22% + 922 4+ 10z +3 =0
d) 223 — 322 —-32x44=0

2. Rozwigz réwnanie.

a) 20 =T34+ 222432 =0
b) z* 4+ 22 —624+4=0
c) 2z — 62> +522 —324+2=0

3. Rozwiaz réwnanie.
a) 20+ 124+ =1
b) 323 —x=1— 722

e) 323 + 1122 =32 4+4=0
f) ! -?2—2;1‘21—6.1‘

g) 23 — 6 = 422

h) =323 + 1522 — 2024+ 6 =0

d) 3z + 523 — 22 =52 —-2=0
e) 2t 4+22% - 822 - 192 -6 =0
f) 42 + 1223 + 1322 + 62 +1=0

¢) —dx +4 = 32 + 22
d) 224 + 523 = 822 4 b



Rozwigz réwnanie.

a) T3 — %1.2 — %;1? —1=0 c) %1.4 + %‘,1:3 . %;1‘2 — T+ %
b) .'1?3i|_5:1:2 — %I —_ é d) 2;174_51.3_3;?2 — (31'—9)(211’2—}—:1’)
Y 3

Dwa wierzcholki prostokata (rysunek obok) leza na osi v 6 — 22
OX, a dwa pozostale — nad osig OX i naleza do paraboli !

o réwnaniu y = 6 — z2.

a) Podaj wzér wielomianu opisujacego pole tego
prostokata w zaleznosci od t. Jaka jest dziedzina
tej funkcji?

b) Dla jakiej wartodci t pole tego prostokata

jest rowne 87 / -t O]t \ X

Dwa wierzchotki prostokata leza na osi OX, dwa pozostale naleza do pa-
%;1‘.2 + 2. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego prostokata,

jezeli jego pole jest rowne 39.

raboli y =

Na rysunku obok przedstawiono tréjkat row- Y1 y=a2 41
noramienny o podstawie AB i wierzcholkach
A(0,0), B(z0,0), gdzie 9 > 0, oraz wierz- c
chotku C nalezacym do paraboli y = 22 + 1.
a) Podaj wzér wielomianu opisujacego pole
tego trojkata w zaleznosci od xg. Jaka jest
dziedzina tej funkcji?

b) Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw B i C

tego trojkata, jesli jego pole jest réwne 10.

A B X

Dany jest trojkat prostokatny ABC' o wierzcholkach A(xg,0) i B(—x0,0),
gdzie zp > 0, ktore sa konicami jednej z przyprostokatnych. Wierzcholek
C' nalezy do paraboli y = %12 + 2. Oblicz obwdd tego tréojkata, jesli jego
pole jest réwne 8.

8 dm

Fragment drewnianej konstrukeji (rysunek obok)
zostal wyprodukowany z belek, ktorych przekroj

jest kwadratem o boku .

a) Wyraz objetosc¢ tej konstrukeji jako funkcje N cob@
zmiennej x. Podaj dziedzine tej funkcji.

Hi
b) Wyznacz x, jesli objetosé¢ bryly, ktora tworzy ta konstrukcja, jest réwna
24 dm?.

c) Wyznacz pole powierzchni calkowitej bryty, ktora tworzy ta konstruk-
cja, jedli jej objetosé jest réwna 80 dm?®.



*1.11. Pierwiastki wielokrotne

Przyklad 1
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = x® — 822 + 16.
w(z) = (2% — 8z + 16) = x(x — 4)?
Zatem pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 i 4.
W rozkladzie na czynniki wielomianu w(z) = 23 — 822 + 162 czynnik = — 4
wystepuje dwa razy. Dlatego liczbe 4 nazywamy pierwiastkiem dwukrotnym

(podwojnym) wielomianu w. Liczba 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym
(pojedynczym) tego wielomianu.

DEFINICJA

Jezeli w rozkladzie wielomianu w na czynniki wystepuje czynnik (z — a)*
i nie wystepuje czynnik (z — a)¥+1, gdzie k € N, to liczbe a nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w.

L.

Przyklad 2
Podaj pierwiastki wielomianu w i okresl krotnos$é¢ kazdego z nich.
a) w(z) =23 (x4 2)(x — 3)?

pierwiastki: 0 -2 3

krotnosé: trzykrotny jednokrotny dwukrotny
b) w(z)=2%(2?—-9)(x +3)> =
=22(x—3)(z+3)(x+3)% =22(z— 3)(x + 3)*

.

pierwiastki: 0 3 -3

krotnos¢: dwukrotny jednokrotny czterokrotny

Cwiczenie 1
Czy liczba 2 jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu w?
a) w(z) = (z - 2)(z* — 4) b) w(z) = (x — 2)%(2? — z — 2)

Cwiczenie 2

Podaj pierwiastki wielomianu w oraz okresl krotnosé¢ kazdego z nich.

a) w(z)=z2*(z+ %)2(.1' —1) c) w(z) = (zr—4)3(z? — 16)

b) w(x) = =3x(z? 4+ 1)(22 + 2) d) w(z) = Tz(x—2)(5z+3) (22 —4)2



Mozemy moéwic réowniez o pierwiastkach jednokrotnych lub wielokrotnych réow-
nania wielomianowego w(z) = 0.

Przykiad 3
Rozwiaz réwnanie 423 — 722 +2x+1 = 0. Podaj krotnoéé¢ kazdego pierwiastka.
Pierwiastkéw calkowitych wielomianu w(z) = 423 — 722 4+ 2z + 1 szukamy
wséréd dzielnikéw jego wyrazu wolnego: w(—1) = —4 -7 -2+ 1 # 0,
w(l)=4—-T74+2+1=0, czyli liczba 1 jest pierwiastkiem.
Wykonujemy dzielenie:

(423 = 72?2 422 +1): (z—1) =422 — 32 — 1

43 — 422
—322 4+ 22 +1
— 32+ 3z
—xr+1
—r+1
0
Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 422 — 3z — 1:
A=9+16=25 x1=32=_1 a,=32=1
Zatem pierwiastkami réwnania 4z® — 722 4+ 22 + 1 = 0 sa liczby —i il.

Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci 4(z — 1)%(x + %) = 0, wiec liczba 1 jest
pierwiastkiem dwukrotnym, a liczba —% — pierwiastkiem jednokrotnym.

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.

a) 2> 4+5224+7x+3=0 c) 2 — 623 +922 — 42 =0

b) 2+ 22 —8x—12=0 d) 2 — 623+ 1322 - 120+ 4 =0
TWIERDZENIE

[ Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow. ]

Powyzsze twierdzenie jest prostym wnioskiem z twierdzenia Bézouta.

Cwiczenie 4
Dla wielomianu w podano jego pierwiastki catkowite wraz z krotnosciag kaz-
dego z nich. Czy wielomian ten moze mie¢ jeszcze inne pierwiastki?

a) w(xr) = %;1.'3 — %;1.- + 3, pierwiastki jednokrotne: 1, 2, —3

b) w(xz) = 22® — 2? — 13z — 6, pierwiastki jednokrotne: —2, 3



Rozwiaz rownanie. Podaj krotnos¢ kazdego pierwiastka.

a) 2r4+1)(22+2-6)=0 e) (z2-9)(z+3)2=0

b) (x+1)%(2z —4) =0 f) (22— —6)(224+2—1)=0

¢c) (5—xz)(a? -T2 4+10)=0 g) (22 —4)%(z? + 32° — 102%) = 0
d) (22422 -3)(z—1)% = h) (z3422—122)(2* =522 +622) =0
Uzasadnij, ze réownanie nie ma pierwiastkow wielokrotnych.

a) 23 =52 —224+24=0 c) 22 + 822 4+ 92 +2=0

b) 322 4+ 2% — 120 —4 =10 d) 22 + 622 4+8x+15=0

Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé¢ kazdego pierwiastka.

a) 23 — 322 —4x =0 d) z? —4224+4=0 g) 3+ 322 —4x =0
b) 25 —62*+92° =0 e) 2?4423 4522=0 h) 32* =222 4+22=0
c) 2t —2224+1=0 f) 2> +42* +423 =0 i) 27— 1623 =0

Liczba xp jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz pozo-
stale pierwiastki tego wielomianu.

a) w(z) =32% — 1122 4+ 8x + 4, 29 =2

b) w(xz) = 2% 4+ 223 — 222 — 62 — 3, 9= —1

c) w(z)=—-1223+ 1622 = Tx + 1, 29 = %
Podaj przyktad wielomianu, ktérego jedynymi pierwiastkami sa liczby: —3,
2, 4 i ktorego stopien jest rowny: a) 3, b) 4, ¢) 6.

Podaj przyklad wielomianu o wyrazie wolnym ag = 2, ktory ma tylko
jeden pierwiastek dwukrotny rowny 3 i ktorego stopien jest réwny:

a) 2, b) 4, c) 6.

Dla jakich wartosci parametru a liczba zg jest dwukrotnym pierwiastkiem
wielomianu w?

a) w(z) = (z+3)(2? + ax +6), 2= -3

b) w(z) = (22 — Tx — 4)(2? — 4a?), 90 =4

Dla jakich wartosci parametréow a, b liczba xg jest dwukrotnym pierwiast-
kiem wielomianu w?

a) w(x) =6z +82% -8z +ax +b, z9=—1
b) w(z) =a2* =323 +ax?> +br+4, z9=2



